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J’aiplaisir a publier cetarticle en1‘honneurdeI. M. Gelfand,qui estpourmoi unarm,

et don!I ‘influencesurlesmathématiquesdesontempsaétéconsiderable

Abstract. (~, F, (Y)~�~+, P) hastheusualmeaninginprobabilities, if GA is
an optional vectorbundleabove A (optionalsubsetof R+ x ~), oneknownsthe
notion ofa differential offormal semi-martingaledx, crosssectionof GA (sym-
bolically dX(t, w) E ~ fiber above (t,w) E A). Westudyherethe differen-
tialsof true semi-martingales,sectionsof GA. It is necessaryto work withparticu-
lar vectorbundles,the 013-vectorbundles.Applicationsaregiven: differentialofa
V-valuedsemi-martingale,V manifold,andcovarinatderivativewith respectto dX
ofasectionS ofavectorbundleC~,abovea manifoldV witha linearconnection:
V~(S) EGx~

Résumé. (~,Y, (Ft)t�k, , P) aIa signification usuelleenprobabilités.Si GA est
un espacefibrevectorielau-dessusdeA (ensembleoptionnelde R+ xc�), on connait
la notiondedifférentielledesemi-martingaleformelle, dx, sectionde GA (symbo-
liquementdX( t,w) E G~,fibre au-dessusde (t,w) E A). Nousétudieronsid
lesdiffErentiellesdesemi-martingaiesvraiessectionsde GA; celandcessitedetra-
vailler sur desfibresparticuliers, les 013-fibres. On donnequelquesapplications:
diffErentiellesd’unesemi-mai-tingaleX a valeursdansunevariétéV, et dérivdeco-
variantesuivantdX d’unesectionS d‘un fibre vectoriel Cv au-dessusde V muni
d‘tine connexionlinéaire: V,~x(S) E Cx~

Key-Words:differential ofasemi-martingale,optional vectorbundle,linearconnectionon a

vectorbundleovera manifold.
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0. RAPPELS

(0.1) ~ est un ensemble, F une tribu sur ~ = [O,+oo]) unefa-
mile de tribus ~ F, croissanteet continuea droite; A seraun ensembleoptionnel

C x ~. Avantle paragraphe2, ii n’y aurapasde probabilitésur ~. Un fibre op-
tionnel (ou 0-fibre) ~A sur A, a fibresvectorielles(surR ou C) demêmedimension
finie N, defibre-typeC, estladonnéed’unespaceavecprojectionGA —* A, destruc-
turesvectoriellesde dimensionN sur les fibres ~ (t,w) ~ A, et d’une famille de

trivialisations GA —* A1 x C, A optionnel C A (ditestrivialisationsoptionnellesou

0-trivialisationsde GA ), telles quelaformuledetransitiond’indices iJ, soituneap-
plication (A1flA,) xC —p (A1flA,) xC, delafomie (t,w,g) ~ (t,w,c~(t,w)g),a

optionellesur A fl A1 a valeursdans £(C; C). On exigeraquel’atlas soit complet.

Mais surtouton exigeque A soit reuniond’unesuite A = U,~NA~dedomainesde

trivialisations.

Tout ceci estclassiqueet a étéétudiéendetaildansL. SCHWARTZ [1], paragraphe

1, (1.3) et paragraphe2. L’originalité de cesfibres est qu’ils ont des 0-trivialisations
globales CA —~ A x C. Un autremoyende se donnerun fibre optionnelest de se
donnerl’ensemble O(CA) des sectionsditesoptionnelles; ii est astreinta l’unique

conditionqu’il existeun isomorphismed’espacesavecprojection CA —~ A x C, a
fibresvectorieflesqui transformeO(CA) enl’ensembleusueldessectionsoptionnelles
de A x C, ou l’ensembledesapplicationsoptionnellesde A dansG,0(A; G). Une

sectionau-dessusde A’ optionnel C A est alors optionnellesi et seulementsi son
prolongementpar0 sur A\A’ estoptionnelsur A. Les 0-trivialisationsde CA~sont
alorsexactementcellesqui transformentO(CA~)en 0(A’; C).

(0.2) Soit GA un fibre vectorieldedimensionfinie,optionnel,audessusd’unensemble
optionnelA de i~.xQ, defibretype C. NousavonsdCfini etCtudiCdansSCHWARTZ
[1] la notion de diffCrentielle de semi-martingale(continue)formeile dx, sectionde

CA, avecla notation(abusivemaisintuitive) dX(t, w) E C~.Nous voulonsvoir ici
quandon pourradire que dX estdifférentielledesemi-martingale(continue)vraie,pas
seulementforrnelle,ce qui a un sensevidentsi CA estdonnécommetrivial, GA =

AxG, etdanscecasonpeutl’intégrersiA= R~xc1,X~(w)= J’~dX3(w),Xsemi-
martingale(continue)vraiesur x ~, a valeursdans C. Ce ne serapaspossible

avecla seuledonnéede CA et de dX dansles casgénéral,ii faudraintroduirepour

GA unedonnéesupplémentaire,une 013-structureet,si GA n’estpastrivial, mCmeSi

dX estunediffCrentiellede semi-martingalevraie, A = R~x ~ , X~= J’~dX3 n’aura
pasde senssi GA n’estpasdonnécommetrivial A x C, parcequeics dX3 E G8~
sontdansdes fibresdiffCrentes.
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1. LES 013-STRUCTURES

On pose A(w) = {t e ~4; (t,w) E A) C R~.Si f est unefoncuonsur A, sa
trajectoirerelativea w est f(w) : t ~ f(t, w). Nous disonsque f esttrajectoires

boméessi chaquef(w) estbomée.
Les seuls A qui semblentdevoir&re intéressantspourl’étudedesdifférentiellesde

semi-martingalesvraiessontceuxqui sontoptionnellesetdela forme A = IS, TI, Set
T tempsd’arrêt,[S(w),T(w)I= [S(w),T(w)[ ou [S(t~i),T(w)], pasforcément
lemémepourtonsles w.

DEFINITION (IA). Une 013 structurestir GA (0 initiale de optionnel, 13 de borne)
au dessusde A = ES, TI estIa donnéed ‘tin ensemble13(CA) de sectionsde GA,

dit I ‘ensembledessectionsa trajectoireslocalementbornées,astreinta Ia conditionsui-
vante:

(1.1.1) II existeune t.riviaiisation optionnelleglobaie p : CA —~ A x G, qui tran-
sforrne13(CA) enI ‘ensemble13(A; C) desapplicationsde A dansC, a trajectoires

locaiementbomées(i.e. bornéessur toutcompactde tout [S( w) , T(w) I). Une telle
trivialisationestdite tine 013-trivialisation deIa 013-structure.On obtiendratoutesles
autrescommep’ CA —* Ax C,p’p~: (t,w,g) i—i (t,g,c~(t,w)g),c~application

de A dans£(C; C), optionnelle,ala (rajectoireslocalementbornéesainsiquesonin-
verse;013(CA) ddsigneraI ‘espacedessectionsoptionnellesa trajectoireslocaiement

bornées.

PROPOSITION(1.2). 1) Soit r tin tempsd’arrét, S � ‘r < T, et A’ = [A, TI optionnel.

Une 013-structuresur A eninduit tine stir A’, enconvenantquetoute 013-trivialisa-
tionde A enesttinepourA’. Sic’estvraipourtine 013-trivialisation de A, c’estvrai
pourtouteslesautres.

2) Soit 13 (resp. 013)1‘ensembledesIonctionsréellessur A, a trajectoireslocale-
mentbornées(resp. et optionnelles);13(C,~)esttin 13-modulepourIa multiplication,

O13(GA) tin 013-module.

PROPOSITION(1.3). SoientCA,HA, deux013-fibres. Le fibreoptionnel£(GA; HA)

(de definition triviaie; Ia fibre au-dessusde (t,~) est £(G(~U);H(t,W)), oz) £ est
1 ‘espacedesapplicationslinéaires) admetuncstructurescanoniquede 013-fibre, oh

13( £(CA; HA)) est1‘ensembledessectionsde £(GA; HA) quienvoienttoutesection

E 13(GA) stir tinesectionc 13(HA).

Si p,cr, sontdes013-trivialisationsde CA,HA, surAxG,AxH, une013-trivia-
lisation £(CA; HA) —~ £(A x G;A x H) = Ax £(C; H) est u p—. 6up’.
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La notion de sous-fibréoptionnelestbienconnue,voir parexempleL. SCHWARTZ

[1], (2.1) page704. On peut direque le sous-espaceavecprojection HA de CA est

sous-fibréoptionnelSi les sectionsoptiormellesde HA sontexactementcellesqui, con-
sidéréescommesectionsde CA, sontoptionndlles;ou biensi, pourtoute 0-trivialisati-

on CA A x C de HA, (t,w) i—~ H(t~)estunefonction optionnellesur A a Va-
leursdansla grassmannienneGr(G; n) des n-plansde C, n = dimensiondes fibres

de HA; ou biens’il existedes 0-trivialisations <<simultanées>,CA ~ A x C oü HA

vient surun A x H, H sous-espacevectorielfixe de C. Nousutiliseronstoutcelaa la

fois ici.

PROPOSITION(1.4). Si CA estmimid ‘tine 013-structure,et si HA C CA esttin sous
fibre optionnellde CA,HA etcanoniquementmimid‘tine 013-structuredite induite,en

disantqu‘unesectionde HA estE 13( HA) si etsetilementsi,considérdecommesection

de CA, eIIe est E 13(CA). II existedes 013-trivialisation communes:CA — A x C,
oh HA vientstir tin A x H, H sous-espacevectorielde C.

DEMONSTRATION.On peuttoujourssupposerCA 013-trivialisC, CA= A x C. Mais

HA ne1 ‘estpas; ii s’agitdetrouverunenouvelle013-trivialisationdc CA quitrivialisc

enmémetempsHA.
Soit (el,e2,...,eN) unebasedeC, etsoit n ladimensiondesfibresde HA.
Soit P l’ensembledespartiesa n élémentsde {l , 2,. . . , N); pours p E P,

soit C~le sous-espacevectorielde base (ek)kE~dans C. Soit it la projectionde
RA’ sur C~parallèlementa Cp~.Si F est wi sous-espacede C, de dimensionn,

supplementairede Cp\2, ccquenousécrirons F e Cr(G; n,p) (ou Cr(C; n) est
Ia grassmannienncdes n-plans de C), la projection lrIF, restrictionde it a F, est

unebijection linéairede F sur C~,debijection réciproqueaF~~ = Ic,,, et

estla projectionde C sur F, parallèlementa ~ On peut considérerit comme

E C( C; C~)et cr~commeE £(G~C) et, si Ofl munitIa grassmanniennedesastruc-
ture C~°bienconriue, F ~ est C~de Gr( C; n p) dans£(G~C). L’applica-

tion linéaire UF de C danslui-même,égalea ~rstir F etal’identité sur Cp\~estunc

bijection linéaire,qui s’écrit it + (1 — aFir); cuedependC°°de F E Cr(C; n. p)
a valeursdans £(C;G), et envoiebijectivement F sur G~.Son inverse u~

1est
doneaussiune fonction C~de Gr(G; n p) dans £(G; C); dc est unebijection

de C~sur F. Ensuitc (t,w) F—* H(t~)est une applicationoptionnellede A dans
Cr(C; n); soit A~l’image rCciproqucde Gr(G; n p) c’est une partieoptionnelle
de A, et A = UPEP A~.SurA~,on peutréaliserune tnvialisationsimultanCe de

= A~x C etde HA, enposantu~(t,w,g)= (t,w,u
11 g); elleestunmorphi-

smedefibres optionnelsde GA = A~x G surlui-mCme,envoyantHA sur A~x
et inversible,c’est un isomorphismedc fibres optiorinelles, rCalisantune trivialisation
simultanécde (GA,HA) par (A~x C, A~x C2). C’est ainsi qu’on passede la 2ème
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definitionala3èmeaprès(1.3). Mais cen’estpasunmorphismebornede A~xG surini-

même,carune fonction C~surl’ouvert Gr(G; n. p) avaleursdans £(G; G) n’est
pasforcémentbomée.Mais si K estun compactde Cr( C; n p), UF estboméepour
F E K, et son inverse ~ aussi,puisqu’elIedependentC°°donecontinuementde

F E K. Si alors AK estl’imageréciproquede K par (t,w) ‘—~ H(t~),u~,restreinte
a AK estune 0-trivialisation simultanéeCA i—~ AK x G, HAK —i AK x C~,et
estbornéede AK a lavaleursdans£(C; C), ainsiquesoninverse.

Les Cr( C; n p) , p e P, formentun recouvrementouvert deIa grassmannienne

Cr(C; n),doneil admetunrecouvrementsubordonnC~ K~compact;doneles
AK,, recouvrentA. On trouveracommesuitunetrivialisationcommune.On ordonne
P : Pi’ P2,’~. , p~.On appelleraa~un automorphismede C qui envoie G~surun
sous-espacevectorielfixe H. Si alors a estl’application de A dansl’ensembledes

automorphismesde C qui vaut a2 sur A~ ,... , c~sur AKP\AKO\AKP i ,. .. a

est boméea valeursdans £(G; C) ainsi que a’; (t,w,g) ~ (t,w,a(t,w)u~g)

définit unenouvelle 013-trivialisation de GA = A x C, maisqui envoie HA sur
A x H, d’oü le resultat.

REMARQUE(1.4.1). Dansla pratique,il n’estpasnécessairederechercherune 013-tn-
vialisationdeHA, ddsqu’ilestsousfibréoptionneld’unGA dontonaune013-triviali-

sation A x C :
13(HA) est l’ensembledes sectionsde HA, qui sontdesapplications

de A dansC a trajectoireslocalementbornées.

(1.5) Supposonsque CA soit non seulementun fibre optioimel,maisun fibre continu

optionnel. On sedonneunefamille detrivialisation, ditescontinues(ou topologiques)
optionnelles,p

1: GA —* A1 x C, A1 ouvert.soptionnelles(parcequec’estunefibration
topologique)telles que p~p7

1: (A
1 fl A1) x C —~ (A1 fl A1) x C soit de la forme

(t,w,g) t—~ (t,w,a(t,w))g, oü a estcontinueoptionnellesurA1flA, àvaleursdans

£(C; C). On exigetoujoursenplusqu’il existeunesuitededomainesdetrivialisations
optionnelles,(Afl),*N, de reunion A. En general,ii n’existepasdetrivialisationcon-

tinueoptionnelleglobale GA —~ A x C. On a unenotionde sous-flbrd HA continu
optionnelde GA; il y a beaucoupde definitionséquivalentes,l’une d’ellesétantque,

sur toute carte CA = A, x C, (t,w) i—~ ~ soit continueoptionnellede A1 dansIa
grassmannnienneGr( C; n), n dimensiondes fibres de HA. Cela rejoint (1.3).

(1.5.1) Si CA estcontinu optionnel,il existea priori une notion naturelle de l’ensem-
ble B(GA) dessectionsde CA a trajectories localementbornées. On peut en effet
mettresur GA un champcontinu destructureseuclidiennes(deformesquadratiques

> 0) sur les fibres;on le fait auvoisinagede chaquepoint de A(w), et on recoile par
partitionde l’unité du localementcompactA(w). Deux de cesstructureseuclidiennes

sontequivalentesaudessusdechaquecompactde A(w). Ii seraalors naturel d’appeler
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13(CA) l’ensembledessectionsqui sontbomées(pourlanormeeuclidienne)au-dessus
de tout compactde tout A(w). Mais il n’y a aucune raison d’affimer qu’on ait là une

013-structure, c’est a dire qu’il existedes 013-tnivialisationcorrespondantes(ellesne
peuventêtrequ’optionnelles,ii n’y a pasde trivialisations continues globales). Et s’il
n’en existepas,ii semblequ’onne puissepass’enservir.

PROPOSITION(1.5.2). SupposonsGA prujectif,c ‘esta diresous-fibrécontinuoptionnel
d ‘tin fibretrivial AxE. AlorsIa structureddfiniea (1.5.1)esttine 013-structure,induite

parcellede A x E; dc estindépenda.nteduplongementdanstin fibre trivial.

DEMONSTRATION. La structureestévidemmentcellequi est induitepar A x E et on
applique(1.4). L’indépendanceduplongementrésultede cequela definition (1.5.1)est

intninsèque.Elle estaussiévidentedirectement:si CA C A x E et A x F, l’applica-

tion identiquede GA seprolongeen tine fonction u sur A a valeursdans £(E; F)
continuedone a trajectoireslocalementbomées: u seral’identité sur CA, et 0 sur

l’orthogonalde CA dansE.

REMARQUE (1.5.3). Voir remanque(1.4.1):

13(GA) estl’ensembledessectionsde CA,applicationsde A dansE atrajectoines

localementbomécs.C’est plus simplequedetrivialiser HA.

(1.6) Voici un casfrequentdansIapratiqueprobabiliste.
Soit Yuneapplicationoptionnellecontinuede A dansun espacetopologiqueV,

et ~, un fibre topologiquesur V, a fibres vectoriellesde dimensionfinie. On peut
prendrele fibre imageréciproqueCA = o Y, de fibres C(tW) = Gy(t~).C’est tin

fibre optionnelcontinu. Dansdescastrèsgeneraux(parexemplesi V estcompactou
est unevarietetopologique), Q~est sousfibre topologiqued’un fibre trivial V x E
(voirL. SCHWARTZ [1], remarque(1.7) page699); alors GA senasous-fibréoptionnel

continu du fibre trivial A x E, ~ = Gy(tW) C E. Ii auradoneune 013-structure
naturelledéfinie a (1.5.2): tine sectiona de GA estdans 13(CA) si et seulementsi,

pourtoutw, (t,w) ‘—+ .s(t,w) ~ Gy(t~)C .E estlocalementboméesurA(w). On

dira volontierssectionde ~ le long de x ou au-dessusde X, au lieu de sectionde
CA.

2. DIFFERENTIELLES DE SEMI-MARTINGALES (SOUS-ENTENDU:CON-
TINUES) FORMELLES ET VRAIES

Rappelonsunedefinition (ici il y a tineprobabilitéPstir f~, F).

DEFINITION (2.1). Soit A optionnel C ~ x �~, CA tin fibre optionnelsur A. On
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appelledifférentielledesemi-mart.ingaleformelle (en abreged.s.mf)sectionde CA,

Ia donnée,pourtoutetrivialisation GA ~ Ax C, d ‘tine différentielledes.mI avaleurs
dansC, demanièrequc,Si (t,w,g) i— (t,w,a(t,w)g) estlaformuledetransition

AxC —~ AxC desdeuxtrivialisations, Ia form tiledetransitionpourdesd.s.m.fcorre-
spondantessoit dX i-~ adX (a esttineapplicationoptionnellede A dans£(C; C))
(voirL. SCHWARTZ [3])

DEFINITION (2.2). On dit qu ‘tin processusX stir tin ouvertrelatif optionnelA de
ES,T] a valeursdans C est tine semi-martingalevraie, s.m.v., s‘II existetine suite

(Afl),,~Nd ‘otiverts optionnelsde A, de reunion A, et desemi-martingalesX,,, stir
R~x ~, tellesque X A’ X~.

Definition due a ~. A. MAYER [1], et cessemi-martingalessontétudiéessystémati-

quementdansL. SCHWARTZ [2].
On va utiliser une definition meilleure spécialeau cas A = [S,TI. Soit Tn =

Inf{t E [S,T];t~ A0 U A~U ... U A,,}, c’estun tempsd’arrêt; [S,T~[C A0 U

A1 U...UA~,et X estéquivalentdansAfl[S,T~[ a Y= 1~.X0+
1A

1\A,.X1+

+

1A\A\A\A .X,.,, s.m.sur x £~. L’dquivalencesubsistedansAn [S,T~]

parcontinuité.Enfin T~11 T, c’est a dire Tn tend vers T pour n infini, stationnai-
rement stir {TI = TI). Les An [5, T,,[ sontdesouvertsoptionnelsde A, maisleur
reunionn’estpetitêtrepasA. Nouspouvonsremplacer[S,T~[ par[S, Tn] aux points
w oü T~(w)= T(w) E A(w), l’equivalencesubsisteparcontinuité,maispour les
[S,T~I ainsiobtenus,Un(An[S,TnI) = A et An[S,T~I= [S,T~I= Afl[S,Tn]
estouvertdansA; nousretrouvonsdoneunepropriétéde la forme(2.1). Donc:

DEFINITION (2.3). Un processusX stir A = ES,TI a valetirs dansC estunes.m.v.

Siet setilementSi il existetine suitedetempsd’arrêt Tn 11 T ettinesuitedes.m.v.
stir x L~tels queX ‘~‘-‘ Y~.PA. MEYER- C. STRICKER[1].

Afl[S,T,,]

DEFINITION (2.4). Uned.s.m.fsectiondeGA, 013-fibreoptionnel,estdited.s.m.v.si
elle devientladifférentielled ‘tine s.m.v. stir A a vaieursdansC, pourroute 013-trivia-
lisation p deIa 013-structure.

PRoposmoN(2.4.1). Sielle Ic devientpourune 013-trivialisation p, dc Ic devient
pourtoute autre 013-trivialisationp’.

Eneffet, p’p’ estdelaforme(t,w,g) ~ (t,w,a(t,w)g) oü a estunefonction

sur A a valeursdans £(C; G), a trajectoireboméessurtoutcompactdetout A(w).
Posons ~ = inf{i E [S,T]; Ia~IIC(G.G) > n); Tn 11 T; a est bornéepar n sur
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A n [5, Tn[, doneaussia trajectoiresbornéesstir A n [5, T,,] (on ajouteau plus tin
pointpartrajectoire).Si dX estl’expressiondela d.s.m.f.pour p, différentielled’une

s.m.v. stir A a valeursdansC, done dX dY, alors sonexpressionpour p’
An[S,T,~I n

sera dx’ = adXAn[S~A~J~AnS,~ dY~,d.s.m.v.stir x f~,parceque alAfl[ST]

esta trajectoiresbornées;done adX estuned.s.m.v. .

DEFINTTION (2.5). Mémesdefinitionpourdesd.vf v. (différentiellesdeprocessusa
variationlocalementfinie vrais), d.m.v. (différentiellesdemartingalesvraies,martingale

voulantdiremartingalelocalecontinue),différentiellesdemartingalesconformesvraies
si GA estcomplexe(C complexe,£(G; C) = £r(G; C)).

Si uned.s.m.v. est uned.m.f. die estune d.m.v.,etc... Pourtoute d.s.m.v. dX
sectionde CA, on aura tine decompositiondX = dx + dXc, et tin crochet +dXdX,

d.v.f.v. sectionde GA 0 GA.

PRoPosmoN(2.6). Soit GA tin 013-fibre optionnel, HA tin sous-fibréoptionnel,

done013-fibre (1.4). Une d.s.mf.sectionde HA, quidevientsectionde GA, I‘est

dejacommesectionde HA.

DEMONSTRATION.11 y ades 013-trivialisationcommunesGA Ax C, HA Ax H
par(1.4). .

PRoPosmoN(2.6.1). Soient dX tine d.s.m.v. sectionde GA, u unesection E

013(£( CA; HA)), alors udX esttine d.s.m.v. sectionde HA. Enparticulier, I‘espacc

desd.s.m.v. sectionsde GA esttin 013-modulepourIa multiplication.

DEMONSTRATION.Evidentpar des 013-trivialisations de GA et HA, voir (1.3), et
tine modificationévidcntede lademonstrationde (2.4.1).

PROPOSITION(2.7). Soient 013 I’anneau desfonctionsréellesoptionnellesa trajec-

toireslocalemen! bomécs,d.s.m.v. Ic 013-moduledesd.s.m.v. reel/es, 013( GA) Ic

013-moduledesectionsoptionneliesa trajectoireslocalementboméesde GA, d.s.m.v.

(CA) le 013-moduledesd.s.m.v. sectionsde GA. Alors

(2.7.1) d.s.m.v.(GA) =
013(CA)® d.s.m.v.

(2.7.2) d.s.m.v.(GA) = Horn(013(G~);d.s.m.v.)
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DEMONSTRATION. On 013-trivialise~A’ done G~.Ensuiteon utilise des formules
unpeu <bourbachiques>~surles produitstensoriels:

d.s.m.v.(GA)=d.s.m.v.®G=(d.s.m.v. ®013)®G=

(2.7.1) = d.s.m.v. ®(013®G) =

= d.s.m.v. ®013(GA).

d .s.m .v. (GA) = d .s.m .v. C = Hom(G; d .s .m.v.) =

(2.7.2) = Horn(013®C*;d.s.m.v.)=

= Hom(0B(G~);d.s.m.v.).

Plus simplement,pour éviter Bourbaki,on prendunebasede C et tout devient
evident. Nous avionsdéjàdCmontrécesformulespour les d.m.s.f., proposition(1.3)
page677 deSCHWARTZ [2].

2.8. Encore unefois, pourquoi dX et pasX?

Stir tine variété C~,on distingue les formesdifférentiellesde divers degrés,sans
jamaisles identifier; etdemêmeles courants.Prenonslecasde R÷(plus simplepour y

voir clair, que R~).On distinguerabien les fonctionssurR + avaleursdanstin espace
vectorielC dedimensionfinie (qui sontdescourantsdedegré0),etlesmesures(qui sont
descourantsde degrC1). Si f esttin courantde degrC0, ii atine diffdrentielle df
courantdedegré i; enparticuler,si f est tine fonction a variationlocalementfinie, p

estunemesure.Inversement,si p est tin couraritde degré1, il a uneprimitive, produit
deconvolutionY * p = f ( Y fonctiond’Heaviside),courantdedegré0; enparticulier,
si p estunemesure,f estla fonction avariationlocalementfinie t ~—‘ f~0t1p(ds) =

p[0,t]. On a bien toujours p = df, parceqtie dY = t

5. Si maintenant CR estun
fibre vectoriel C°°sur R~,on a aussidescourantsdedegré0 et 1 Stir R~,sections

de G~us sontplusdifficiles a définir, maisbienconnus(voir L. SCHWARTZ, [1]).
On continueraa écrire f(t) E G~,bienque cela n’ait pasde senspourtin courant,et

p(dt) E G~,bienquecelan’ait pasnonplus de sens(G~fibre au-dessusde ~E R÷).
Maisil n’y a plusni différentielleni primitive, car p(ds) E C

8 pour s ~ t, et les C8
sonttoutesdifférentes;si f existe, df n’existeplus; etsi onnote(imprudemment!) df
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unemesure,df existe,f n’existepas(onnepeutpasécriref~= ~ df8 parcequeles

df8 sontdansdesfibres C3 différentes,etn’ontmêmequ’un senssymbolique!).C’estla
mêmechosepourdessemi-martingalessur A = ES,TI C R~x ~. Onpeutparlerd‘tine
semi-martingaleX sectionde CA, eton a vraiment X( t, t~i) E C(t~)[celanécessite

que CA soit non seulementoptionnelmais(<espacefibre semi-martingale>>;Ia formule
de transitionentredeux cartesest (t , w, g) ~ (t, w, a( t, w) g) , a semi-martingale;
pour les sections,cc sera X ~ aXI; alors dX n’existepas. On dtudie danscet

articleunesectiondifférentieliedesemi-martingalepour CA optionnel,dx,dX(t~,)E

C(t,~)symboliquement;dansIa formule de transition, a est optionnelle,et, pour les
sections,c’est dX ~ adX; dX existe,X n’existepas,done dx,~ ~ ~ est
doublementsymboliqueou abusiveparcequ’on nedevraitpasl’appeler dX et qu’elle
n’apasdevaleuren(t,w).

PROPOSITION(2.9). Soit X tine sm. stir A = [5, TI a valeursdanstine variétéV
de classeC

2. Alors dX esttine d.s.m.v. sectionde T2 ( V) au dessusde X,
tine d.v.fv. sectiondu mêmcfibre, dXC tine d.m.v. sectiondc T1(V) au dessusde

X,~-dXdxuned.v.fv.sectiondeT’(V) 0T1(V) audessusdeX; toutespotirla
13-structurenattirelledéfiniea (1.5.2).

DEMONSTRATION.Occuponsnousseuiementdelapremiere, dK.. PlongeonsV com-
mesous-variétéferméed’unvectoriel E (Whitney); X devienttine s.m.avaleursdans

E; CA devientsousfibre continuoptionnelde l’imageréciproqueparX du fibre trivial

Ex(E~ (E0E)), c’estàdiredeAx(E~(E0E)), 013-fibre trivial(I.5.l)à(l.6).

Alors ~ devientuned.s.m.f.stir A àvalcursdansEcf(EOE),d.&=

et (2.6) nousdit qu’on doit simplementvoir quec’esttine d.s.m.v.;c’estladifférentielle

de (‘[tx])’ s.m.v. stir A a valeursdans E ~ (E 0 E). On pourraconsulter

SCHWARTZ [1], proposition(2.7) page710. •

REMARQUE. Nous avonsdit a (2.8): ~ existe ~ T2(V; xi), mais ~ n’existe

pas; inversementX~existe e V,dX~n’existepas.Dans E tout existe,mais dX~E

E,~T’(V;X~),et~ EE~(E0E) ou T2(V;X~)~ existedansE~(EQE),
nondansT2(V;X

2).

Exempie2.10

Cet exempleestabondammenttraitédansSCHWARTZ [1] et [2], maispastoujours
avecla distinctionnCcessaireentred.s.m.f.et d.s.m.v.EMERY [1] l’explique trèsclai-
rement.Considérons~dXdX commed.v.f.v. sectionde T’ ( V) 0 T’ ( V) au dessus
de X.
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Soil ~ unchampstir V, borélien,bornesurtoutcompactde V, deformesbilinéaires
stir T’ ( V) x T’ ( V) donedeformeslinéairesstir T1( V) ® T’ ( V), doneunesection,
boréliennebornéesurtoutcompactde V, de (T1( V) ®T’ ( V)) ~, donesectionoption-
nellele longde X, a trajectoireslocalementbomées.Alors, d’après(2.7.2), f3~dXdX
esttine d.v.f.v. réelle,on petit prendreIa primitive t —~ ~ f, f3

8dX8dX8,processusa
variationlocalementfinie reelvrai stir [S,TI.

Exempie2.11 Sur les connexionsIinéairesdefibresvectorieissurunevariété

Soit V unevariété c’~Q~tin fibre vectoriel(dedimensionfinie) C
1 stir V , muni

d ‘tine connexionlinéairecontinue.Si S estunesection C’ de ~ e unvectetirtangent

E T’(V; v), onpetitdéfinirladérivéecovarianteVeSE C~.Ce qui estmomsconnu,
c’estquesi L est un veeteurrn-tangent,pour V de classeCm,L E Tm(V; v), et
si la connexionest C”’~ et la section S Cm, on petit définir la dérivéecovariante

suivant L, VLS E c~(R. S. PALAIS [I], sectionIV, theoreme7, page90). Un des

casles plusconnusestcelui oü V est tine variété C2, riemanniennede classeC1,
doneayantun laplacian i~, ~ sectioncontinuede T2( V) au dessusde V, et si S
est C2 et la connexionde ~, C’, on petit calculerle <<laplacienhorizontal>> i\ 5,
sectioncontinuede ~ c’estexactementV~S. On voit aussiôtque (L, 5) i—+ VLS

estbulineaire. Mais bienentenduIa structured ‘algèbredesopCrateursdifférentielsstir

V n’est pasconservée;si par exemple~, ,j, sontdetix champsde vectetirs C1 pour
m ~ 2, desopérateursdifférentiels C1 d’ordre I, le compose ~ esttin opératetir

différentiel continu d’ordre 2, Vt,, ni ~ sansquoi on aurait V[e~] = V~V,,—
alorsqueIa differenceentreles deuxestIa courburedeIa connexionde c%

T.
Soit maintenant,avec m = 2, X tine V-semi-martingalestir A = [S, TI. On

sait qtie, symboliquement,~ est tin petit vecteur2-tangentau point X~,dX~E

T
2(V; Xi). On doit donepouvoirdéfinir VdXS E = G~,petitvecteurde c~ou

C~,CA imageréeiproquede ~ par X, GA = GvoX, G~,
4= Ccci va évidem-

mentseréglerentermesded.s.m.f.sectionde~ audessusdeX oudeGA Qv0X.
En effef, dX estuned.s.m.f. section de T

2(V;X), et a : L ~ VLS (pour ~‘

fixé)estunesectioncontinuedu fibre £( T2( V); Q~,)stir V, donea oX unesection

continueoptionnelledu fibre continu optionnel £( T2( V; X); c~o X), ou du fibre
£(T2(V);g~)lelongdeX. Done V,~S=(aoX)~~estuned.s.m.f.sectionde

c~lelongdeX ouuned.s.m.f.sectiondec~oX= CA. Mais dX estuned.s.m.v.,
et a, continue,esttine sectionde £(T2( V); ~ bornéestirtoutcompactde V, done
a o X ~ 013(L(T2(V;X); c~oX) (le fibre veetoriel£(T2(V); cv)) stir V est
projectif, voir (1.5.2)),et (a o ~ = V,~Sest tine d.s.m.v.sectionde V le long
de .X. Ccci donneun castrèsgénéral:lesd.s.m.!usuellesdesprobabiitésdeviennent

desd.s.m.v.,si A = [5, TI. Si ~ esttine sectionde Q~,bordliennebornéesur totit
eompaetdeV, done E oX tine section E 013(Q~-oX),onpeut,par(2.7.2),calculer
(~oX) ( V,~S),différentielled’tinesemi-martingalevraie,réelle,qti’onpourraécrire
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sousformeintégrée,ens.m.v. réelle: t i—+ f ~1(V~S). (Excuses: les deux S de

cettefonntile n’ont paslememesignification.)Sacomposantemartingale,parexemple,

sera t i.—~
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